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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ðåøåòêå òåò-

ðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû ñ ïðèìåíåíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ êîîðäèíàòíûõ �óíê-

öèé øåñòèóçëîâîãî îêòàýäðà. Íà ïðèìåðå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïîêàçàíà

ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îêòàýäðà â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îêòàýäð, êóñî÷íî-ëèíåéíûå óçëîâûå �óíêöèè, òåòðàýäðàëüíî-îêòàýä-

ðàëüíàÿ ðåøåòêà.

Ââåäåíèå. Ïåðâûé îïûò ïðèìåíåíèÿ îêòàýäðà â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà (ÊÝ)

îòíîñèòñÿ ê 1998 ã. � âðåìåíè ïîÿâëåíèÿ ïóáëèêàöèè [1℄ î öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçî-

âàíèÿ òàêîãî ìíîãîãðàííèêà â ñî÷åòàíèè ñ òåòðàýäðîì ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) çàäà÷ âèçóàëèçàöèè. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðîñòðàíñòâåííîé ðå-

øåòêè òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû (ïî ñðàâíåíèþ ñ òåòðàýäðàëüíîé) ïðè

ýòîì ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ðàçìåðîâ ìàòðèöû óçëîâ äèñêðåòèçàöèè, ìàòðèöû ÊÝ è,

êàê ñëåäñòâèå, ñíèæåíèå âðåìåíè âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìîãî äëÿ äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòà-

òà çàäàííîé òî÷íîñòè.

Àíàëèç ïðåäøåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèé, öåëè ñòàòüè. Àâòîðû [1℄ èñïîëüçóþò ìîäåëü

îêòàýäðà ñ ñåìüþ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè (ðèñ.1) è êóñî÷íî-ëèíåéíûå óçëîâûå �óíêöèè:

ϕ0 = 1 − |x| − |y| − |z|; ϕ1,3 = (x ± |x|)/2; ϕ2,4 = (y ± |y|)/2; ϕ5,6 = (z ± |z|)/2. Àâòîðîì
ñòàòüè ïîñòðîåíû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèñòåì óçëîâûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé äëÿ

øåñòèóçëîâîé ìîäåëè îêòàýäðà (áåç öåíòðàëüíîãî óçëà), èçó÷åíû èíòåðïîëÿöèîííûå

êà÷åñòâà êàæäîãî íàáîðà �óíêöèé [2℄. Â ðàáîòå [3℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî îêòàýäð ñ êóñî÷íî-

ëèíåéíûìè óçëîâûìè êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè èíòåðïîëèðóåò òî÷íî ëèíåéíûå ïîëÿ

è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ñ äè�-

�åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Öåëü ñòàòüè � íà ïðèìåðå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â ñïëîøíîé ñðåäå

óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíî-îêòàýä-

ðàëüíîé ñòðóêòóðû (ðèñ. 2) ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ óçëîâûõ êîîðäèíàòíûõ

�óíêöèé îêòàýäðà, ðåçóëüòàòû ïðîâåðèòü ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü. �àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé áðóñ V = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤
y ≤ b, 0 ≤ z ≤ h}, ãäå a, b, h > 0, èçãîòîâëåííûé èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, îäíà èç

ãðàíåé êîòîðîãî ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå T = f(y), îñòàëüíûå � ïðè

òåìïåðàòóðå T = 0 (ðèñ.3).
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�èñ. 1. Îêòàýäð |x|+ |y|+ |z| ≤ 1. �èñ. 2. Ôðàãìåíò ðåøåòêè

òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû.

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè V óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ:

∆T = 0 , (1)

ãäå ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 � òðåõìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà, T = T (x, y, z) �
òåìïåðàòóðà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y, z) áðóñà V , ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå:

T
∣∣∣
x=0

= T
∣∣∣
y=0

= T
∣∣∣
y=b

= T
∣∣∣
z=0

= T
∣∣∣
z=h

= 0 ; T
∣∣∣
x=a

= f(y) . (2)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) íàéäåíî â ñå÷åíèè Vxy = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ a,
0 ≤ y ≤ b} áðóñà V ïëîñêîñòüþ z = 
onst [4℄:

T (x, y) =
∞∑

n=1

fn
sh(πnx/b)

sh(πna/b)
sin(πny/b) ,

ãäå

fn =
2

b

b∫

0

f(y) sin(πny/b)dy .

Â ýêâèâàëåíòíîé òðåõìåðíîé âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå ÌÊÝ çàäà÷à (1), (2) ñâîäèòñÿ

ê íàõîæäåíèþ �óíêöèè T (x, y, z), ìèíèìèçèðóþùåé �óíêöèîíàë

χ =

∫∫∫

V

((
∂T̂ /∂x

)2
+
(
∂T̂ /∂y

)2
+
(
∂T̂ /∂z

)2)
dxdxydz ,

ãäå T̂ = T̂ (x, y, z) � �óíêöèÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ â îáëàñòè V ïðîáíûõ �óíêöèé. Ïðè

ýòîì, ñîãëàñíî [5℄, �óíêöèÿ T̂ (x, y, z) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â îáëàñòè V , åñëè T̂ (x, y, z)
íåïðåðûâíà è èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ýòîé îáëàñòè.
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�èñ. 3. Áðóñ V = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ h}.

�àçîáüåì îáëàñòü V íà l êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Ωr â �îðìå îêòàýäðîâ è òåòðàýäðîâ.

Òîãäà ýëåìåíòíûé âêëàä χΩr
â �óíêöèîíàë χ =

l∑

r=1

χΩr
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

χΩr =

∫ ∫ ∫

Ωr

((
∂T̂Ωr/∂x

)2
+
(
∂T̂Ωr/∂y

)2
+
(
∂T̂Ωr/∂z

)2)
dxdxydz ,

ãäå Ωr � îêòàýäð Ωo
r èëè òåòðàýäð Ωt

r,

T̂Ωr =

{∑n
i=1NiTi , (x, y, z) ∈ Ωr ;

0 , (x, y, z) 6∈ Ωr

� ïðîáíàÿ �óíêöèÿ, Ni = Ni(x, y, z) � óçëîâûå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè Ωr, Ti =
T (xi, yi, zi) � çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû T â óçëàõ (xi, yi, zi) ÊÝ Ωr, nr � ÷èñëî óçëîâ Ωr,

ïðè÷åì nr = 6, åñëè Ωr = Ωo
r, è nr = 4, åñëè Ωr = Ωt

r.

Ïîëîæèì, ÷òî

Ni(x, y, z) =

{
NLi(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Ωo

r , i = 1, 6 ;

Li(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Ωt
r , i = 1, 4 ,

(3)

ãäå NLi(x, y, z) � êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèè [2℄, ñîîòâåòñòâóþùèå óçëàì îêòàýäðà, à

Li(x, y, z) � ëèíåéíûå �óíêöèè, îáú¼ìíûå êîîðäèíàòû òåòðàýäðà [4℄. Ïðè ýòîì

NLi(x, y, z) ïîëó÷àþòñÿ èç �óíêöèé

NLi(ξ, η, ζ) =





(1 + 2|ξ| ± 3ξ − |η| − |ζ |)/6 , i = 1, 3 ;

(1 + 2|η| ± 3η − |ξ| − |ζ |)/6 , i = 2, 4 ;

(1 + 2|ζ | ± 3ζ − |ξ| − |η|)/6 , i = 5, 6

(4)
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çàìåíîé (x, y, z)T = [J ] · (ξ, η, ζ)T + (x0,r, y0,r, z0,r)
T
, ãäå [J ] � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ

ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξηζ â ãëîáàëüíóþ Oxyz, (x0,r, y0,r, z0,r) � êîîðäèíàòû

íà÷àëà Oξηζ äëÿ îêòàýäðà Ωo
r â ñèñòåìå Oxyz.

Óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ T̂ (x, y, z) =
∑n

i=1NiTi, ãäå Ni = Ni(x, y, z) îïðåäåëÿþòñÿ

ðàâåíñòâàìè (3), (4), n � ÷èñëî óçëîâ ðàçáèåíèÿ V =
⋃l

r=1Ωr, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â

îáëàñòè V .

� Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ T̂ (x, y, z) =
∑n

i=1NiTi íåïðåðûâíà â îáëàñòè V =
⋃l

r=1Ωr.

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè T̂Ωr(x, y, z) â îáëàñòè V ñëåäóåò, ÷òî

T̂ (x, y, z) = T̂Ωr(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Ωr , i = 1, l .

Èç ðàâåíñòâ (3)-(4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r = 1, l �óíêöèÿ T̂Ωr(x, y, z) íåïðåðûâíà
â îáëàñòè Ωr:

1) åñëè Ωr = Ωt
r, òî T̂

Ωr(x, y, z) = α
(r)
1 +α

(r)
2 x+α

(r)
3 y+α

(r)
4 z íåïðåðûâíà êàê ëèíåéíàÿ

â îáëàñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà äëÿ ëþáîãî r = 1, l1;

2) åñëè Ωr = Ωo
r, òî

T̂Ωr(x, y, z) = β
(r)
1 + β

(r)
2 x+ β

(r)
3 y + β

(r)
4 z + β

(r)
5 |x− x0,r|+ β

(r)
6 |y − y0,r|+ β

(r)
7 |z − z0,r|

íåïðåðûâíà êàê êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ â îáëàñòè äëÿ ëþáîãî r = 1, l2 (α
(r)
j , β

(r)
j � äåéñòâè-

òåëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè óçëîâ ÊÝ Ωr [6, 7℄,

l1 + l2 = l).
Â ìåæýëåìåíòíîé çîíå, ò.å. íà ãðàíÿõ ñìåæíûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ ëþáûõ r, s = 1, l

ðàâåíñòâî T̂Ωr(x, y, z) = T̂Ωs(x, y, z) ñïðàâåäëèâî íà íåïóñòûõ ìíîæåñòâàõ Ωt
r ∩ Ωt

s [6℄

è Ωo
r ∩ Ωo

s [3℄. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ T̂Ωr(x, y, z) íåïðåðûâíà â îáëàñòè V =
l⋃

r=1

Ωr.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè T̂Ωr(x, y, z) â îáëàñòè V ñóùå-

ñòâóþò è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

∂T̂

∂x
=

{
α
(i)
2 , (x, y, z) ∈ Ωt

i, i = 1, l1 ;

β
(j)
2 + β

(j)
5 · sgn(x− x0,j) , (x, y, z) ∈ Ωo

j , j = 1, l2 ;

∂T̂

∂y
=

{
α
(i)
3 , (x, y, z) ∈ Ωt

i, i = 1, l1 ;

β
(j)
3 + β

(j)
6 · sgn(y − y0,j) , (x, y, z) ∈ Ωo

j , j = 1, l2 ;

∂T̂

∂z
=

{
α
(i)
4 , (x, y, z) ∈ Ωt

i, i = 1, l1 ;

β
(j)
4 + β

(j)
7 · sgn(z − z0,j) , (x, y, z) ∈ Ωo

j , j = 1, l2 ;

Ïðè ýòîì ∂T̂ /∂x, ∂T̂ /∂y, ∂T̂ /∂z íåïðåðûâíû â îáëàñòè V \
l2⋃

r=1

Ω0
r è êóñî÷íî-íåïðåðûâíû

â îáëàñòè

l2⋃

r=1

Ω0
r , ò.å. ∂T̂ /∂x, ∂T̂ /∂y, ∂T̂ /∂z êóñî÷íî-íåïðåðûâíû â îáëàñòè V . �
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå äîïóñòèìîñòè �óíêöèè T̂ (x, y, z) â îáëàñòè V ÿâëÿåòñÿ óñëî-

âèåì ñõîäèìîñòè ÌÊÝ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å [6, ñòð.321℄. Ïðè

ýòîì ñõîäèìîñòü ÌÊÝ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óìåíüøåíèè ðàçìåðîâ ÊÝ

âåëè÷èíà χ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèîíàëà χ =
∑l

r=1 χ
Ωr

ïðåäïîëàãàåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî Ti
(i = 1, n), êàê ïî íåèçâåñòíîé âåëè÷èíå, �óíêöèè χ(T1, T2, ..., Tn), ñâÿçàííîå ñ âû÷èñëå-
íèåì èíòåãðàëîâ ïî êàæäîìó ýëåìåíòó Ωr:

∂χΩr

∂Ti
=

1

2

∫∫∫

Ωr

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
dxdydz , (5)

ãäå p, q � ãëîáàëüíûå íîìåðà óçëîâûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé ÊÝ Ωr.

Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (5) ïî îáúåìó òåòðàýäðà Ωt
r îïèñàíà â [6, 8℄. Èí-

òåãðèðîâàíèå ïî îêòàýäðó Ωo
r âûïîëíèì â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ:

∫∫∫

Ωo
r

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
dxdydz =

=

∫∫∫

(
Ωo

r

)
∗

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
|J |dξdηdζ ,

ãäå

(
Ωo

r

)∗
� îêòàýäð Ωo

r â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oξηζ è




∂Np

∂x
∂Np

∂y

∂Np

∂z




=




∂x

∂ξ

∂x

∂η

∂x

∂ζ

∂y

∂ξ

∂y

∂η

∂y

∂ζ

∂z

∂ξ

∂z

∂η

∂z

∂ζ







∂Np

∂ξ

∂Np

∂η

∂Np

∂ζ




≡ [J ][B] .

Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûé õàðàêòåð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé

Np, Nq, îáëàñòü îêòàýäðà
(
Ωo

r

)∗
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

(
Ωo

r

)∗
=
⋃8

s=1Ωs, ãäå

Ωs � ðàâíîâåëèêèå ïî îáúåìó ïðÿìîóãîëüíûå òåòðàýäðû, âíóòðè êîòîðûõ ïåðåìåííûå

ξ, η, ζ ñîõðàíÿþò çíàê. Íàïðèìåð, èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè Ω1 = {(ξ, η, ζ) : 0 ≤ ξ ≤
1, 0 ≤ η ≤ 1 − ξ, 0 ≤ ζ ≤ 1 − ξ − η}, ãäå ξ, η, ζ ≥ 0, à �óíêöèè ∂Np/∂ξ, ∂Np/∂η, ∂Np/∂ζ
íåïðåðûâíû, ïðèíèìàåò âèä:

∫∫∫

Ω1

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
|J |dξdηdζ =
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=

1∫

0

dξ

1−ξ∫

0

dη

1−ξ−η∫

0

[B1]
T [J ]T [J ][B1]|J |dζ ,

ãäå

B1 =
1

6




5 −1 −1 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 5 −1




� ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ óçëîâûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé îêòàýäðà Ωo
r, îïðå-

äåëåííûõ â îáëàñòè Ω1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò ξ, η, ζ , ïðè ýòîì îáúåì

òåòðàýäðà Ω1 ðàâåí

1∫

0

dξ

1−ξ∫

0

dη

1−ξ−η∫

0

dζ =
1

6
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü îáúåìíûå èíòåãðàëû ïî Ωs, s = 2, 8. Òîãäà

∫∫∫

Ωo
r

(
∂Np

∂x
· ∂Nq

∂x
+
∂Np

∂y
· ∂Nq

∂y
+
∂Np

∂z
· ∂Nq

∂z

)
|J |dxdydz = |J |

6
·

8∑

s=1

[Bs]
T [J ]T [J ][Bs] , (6)

ãäå

B2 =
1

6




1 1 −5 1 1 1
−1 5 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1 5 −1


 ; B3 =

1

6




1 1 −5 1 1 1
1 1 1 −5 1 1
−1 −1 −1 −1 5 −1


 ;

B4 =
1

6




5 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 1 −5 1 1
−1 −1 −1 −1 5 −1


 ; B5 =

1

6




5 −1 −1 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1 −1 −1
1 1 1 1 1 −5


 ;

B6 =
1

6




1 1 −5 1 1 1
−1 5 −1 −1 −1 −1
1 1 1 1 1 −5


 ; B7 =

1

6



1 1 −5 1 1 1
1 1 1 −5 1 1
1 1 1 1 1 −5


 ;

B8 =
1

6



5 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 1 −5 1 1
1 1 1 1 1 −5


 .

Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà (6) ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îêòàýä-

ðó Ωo
r.

Óñëîâèÿ ìèíèìóìà ∂χ/∂Ti = 0 �óíêöèîíàëà χ ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî [T ] = (T1, T2, ..., Tn) óðàâíåíèé [h][T ] = 0, ãäå [h] �
ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà òåïëîïðîâîäíîñòè, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

hij =
∑l

r=1

(
∂χΩr/∂Ti

)
, i, j = 1, n. Óäîâëåòâîðÿÿ ãëàâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2) ïó-

òåì êîððåêòèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ ñòðîê ìàòðèöû [h] è íóëåâîãî âåêòîðà â ïðàâîé ÷àñòè
ñèñòåìû, ïîëó÷àåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå â âèäå T̂ (x, y, z) =

∑n
i=1NiTi.
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à á

â ã

ä å

�èñ. 6. Òåìïåðàòóðà áðóñà V âäîëü îñåé ñå÷åíèé h = z/2, h = z/4, h = z/8: · · · � àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî 10−6
); × � ðåøåíèå ÌÊÝ íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé

ñòðóêòóðû; ⋄ � ðåøåíèå ÌÊÝ íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÌÊÝ çàäà÷è (1), (2) ñ èñïîëüçîâàíèåì òåò-

ðàýäðàëüíîé è òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ðåøåòîê àâòîðîì ñòàòüè ñîñòàâëåíû ïðî-

ãðàììû â ñðåäå Maple. Íà ðèñ. 4 çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû áðóñà íàéäåíû â íàïðàâëåíèÿõ

îñåé y = b/2 è x = a/2 â ñå÷åíèÿõ z = h/2 (4à, 4á); z = h/4 (4â, 4ã); z = h/8 (4ä, 4å).
�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñîîòâåòñòâóþò ðàçìåðàì a = 1, b = 2, h = 10 è

óñëîâèþ íà ãðàíèöå: f(y) = t0y(b− y) äëÿ t0 = 20.

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è,

ïîëó÷åííîå íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû (8864 òåòðàýäðà, 344

îêòàýäðà, 2121 óçåë èíòåðïîëÿöèè), äîñòàòî÷íî áëèçêî ê òî÷íîìó è ðåøåíèþ ÌÊÝ ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåòðàýäðàëüíîé ðåøåòêè (24576 òåòðàýäðîâ, 4913 óçëîâ èíòåðïîëÿöèè).

Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû (â ñåêóíäàõ) â ïåðâîì ñëó÷àå 2621.05, âî âòîðîì

� 6402.11. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî, èñïîëüçóÿ îêòàýäð ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè óçëîâûìè

êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ìîæíî ñîêðàòèòü âðåìÿ è îáúåì

âû÷èñëåíèé.

Âûâîäû. Â ðàáîòå óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ÌÊÝ íà ðåøåòêå òåòðàýäðàëüíî-îêòà-

ýäðàëüíîé ñòðóêòóðû ñ ïðèìåíåíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíûõ êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé øåñòè-

óçëîâîãî îêòàýäðà; ïîëó÷åíû �îðìóëû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îêòàýäðó è ðå-

øåíèå ÌÊÝ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî èçîòðîïíîãî

áðóñà. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

îêòàýäðà â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè â äàííîé çàäà÷å îïòèìèçèðóåò

âðåìÿ è îáúåì âû÷èñëåíèé, ñîõðàíÿÿ äîñòàòî÷íî âûñîêóþ èõ òî÷íîñòü.

Ëèòåðàòóðà

1. Grosso R., Greiner G. Hierar
hi
al Meshes for Volume Data

Computer Graphi
s International 1998 (CGI`98). � 1998. � P.761-771.

http://dblp.uni-trier.de/db/
onf/
gi/
gi1998.html#GrossoG98.

2. Ìîòàéëî À.Ï., Õîì÷åíêî À.Í. Ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç áàçèñiâ îêòàåäðà // Ìàòåðiàëè. IÕ

ìiæíàðîäíî¨ íàóêîâî-ïðàêòè÷íî¨ êîí�åðåíöi�� ¾Íàéíîâiøi íàóêîâi äîñÿãíåííÿ - 2013¿.

Ñåðiÿ: Ìàòåìàòèêà: Ôiçèêà. Ñó÷àñíi ií�îðìàöiéíi òåõíîëîãi�� (7-15 áåðåçíÿ 2013 ð.). �

Ñî�iÿ, Áîëãàðiÿ: ¾Áÿë ��ÀÄ-Á�¿ ÎÎÄ, 2013. � Ò.21 � Ñ.28�33.

3. Ìîòàéëî À.Ï., Õîì÷åíêî À.Í. Èíòåðïîëÿöèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè íà ðåøåò-

êàõ òåòðàýäðàëüíî-îêòàýäðàëüíîé ñòðóêòóðû // Ìàòåìàòè÷íå òà êîìï'þòåðíå ìîäåëþ-

âàííÿ. Ñåðiÿ: Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè: çá. íàóê. ïð. �8. � Êàì'ÿíåöü-Ïîäië. íàö.óí-ò

iì. I.Îãi¹íêà; Ií-ò êiáåðíåòèêè iì. Â.Ì.�ëóøêîâà, Íàö.àêä.íàóê Óêðà��íè. � Êàì'ÿíåöü-

Ïîäië.: Ê-ÏÄÓ iì. Iâàíà Îãi¹íêà, 2013. � Ñ.139-150.

4. Íåñèñ Å.È. Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè / Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1977. � 199 ñ.

5. Íîððè Ä., äå Ôðèç Æ. Ââåäåíèå â ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ / Ïåð. ñ àíãë. / Ì.: Ìèð,

1981. � 304 ñ.

6. Çåíêåâè÷ Î. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåõíèêå / Ì.: Ìèð, 1975. � 541 ñ.

7. Õîì÷åíêî À.Í., Ìîòàéëî À.Ï. Äâå ìîäåëè êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íà îêòàýä-

ðå // Ïðîáëåìè ií�îðìàöiéíèõ òåõíîëîãié: çá. íàóê. ïð. � �1. � Õåðñîí: ÕÍÒÓ, 2011. �

�Ñ. 47�50.

8. Ñåãåðëèíä Ë. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ / Ì.: Ìèð, 1979. � 392 ñ.



ÍÀÓ×ÍÛÅ ÂÅÄÎÌÎÑÒÈ Ñåðèÿ: Ìàòåìàòèêà. Ôèçèêà. 2014. �25(196). Âûï. 37 127

ABOUT NUMERICAL CALCULATION

OF STATIONARY HEAT CONDUCTION PROBLEM

BY THE FINITE ELEMENT METHOD

ON THE LATTICE TETRAHEDRAL-OCTAHEDRAL STRUCTURE

A.P. Motailo

Kherson National Te
hni
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Beryslav Highway, 24, Kherson, 73008, Ukraine, e-mail: akilehzna�ukr.net

Abstra
t. Convergen
e of numeri
al approximations on the basis of the �nite element method

is established when the latti
e of tetrahedral-o
tahedral stru
ture is used by six nodal o
tahedron

with pie
ewise linear fun
tions. The e�
ien
y of o
tahedron as the 
ell of spa
e latti
e is shown on

the basis of the example of stationary heat 
ondu
tion problem.
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tahedron, pie
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e stru
ture.


